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A method for the adjustment of force constants from vibrational frequencies is presented. It re-
presents an alternative to the various types of least-squares procedures which are widely used in
force constant calculations, and avoids some of the well-known divergence difficulties which may
occur in such least-squares iterations. Solving a system of normal equations is replaced by two
simpler operations which cannot become ill-conditioned by singularities. The method applies pre-
ferably to cases where the number of excess data is small or zero.

I. Einleitung

In einer fritheren Arbeit iiber die Schwingungs-
spektren und Kraftkonstanten der Tertidarbutylhalo-
genide! benutzten wir zur Losung des inversen
Eigenwertproblems ein neu entwickeltes Iterations-
verfahren, weil bei Anwendung anderer bekannter
Verfahren betréchtliche Konvergenzschwierigkeiten
auftraten. Eine ausfiithrliche Beschreibung dieses
Iterationsverfahrens sowie eine Diskussion seiner
bevorzugten Anwendungsmoglichkeiten sollen in der
vorliegenden Arbeit nachgeholt werden.

Es soll vorausgesetzt werden, daf} es moglich sei,
die Zahl der unabhéngigen Kraftkonstanten durch
plausible Modellvorstellungen soweit zu reduzieren,
dal} gleichviel oder eine groflere Anzahl von Frequen-
zen zu ihrer Bestimmung zur Verfiigung stehen 2.
Das Problem besitzt dann maximal I7,(n®!) von-
einander verschiedene Losungen, wovon nur eine
physikalisch sinnvoll sein kann. Dabei ist n'”) die

Ordnung des Sakularproblems der Symmetrie-
klasse ».

Ein iteratives Verfahren zur Losung dieser Auf-
gabe ist — zumindest bei gréBeren Molekilen —

zu bevorzugen. Einmal fiihrt der Versuch der direk-
ten Losung auf ein kompliziertes Gleichungssystem
hoherer Ordnung 3, zum zweiten setzt die Existenz
physikalisch nicht sinnvoller Losungen bereits die
Kenntnis einer recht guten Ndherungslosung voraus,
mit deren Hilfe man — durch Vorwértsrechnung —

Sonderdruckanforderungen an Dr. W. HUTTNER, Zentrum
Chemie-Physik—Mathematik der Universitit Ulm, D-7500
Karlsruhe, Hertzstrale 16, Bau 35 II.
! W.HUTTNER u. W.ZEIL, Spectrochim. Acta 22,1007 [1966].
2 Uber Versuche zur Ermittlung von n(n+1)/2 Kraftkon-
stanten aus n Frequenzen siehe A. Fapini, ZAMM 44, 506
[1964]; 45, T 29 [1965] ; und F. BiLLEs, Acta Chim. Acad.

die Zuordnung treffen muf}. Zuordnung ist hier im
Sinne einer eindeutigen Abbildung des Kraftkon-
stantensatzes iiber die berechneten Eigenwerte auf
das gemessene Spektrum gemeint. Diese Definition
ist notwendig, weil der ibliche spektroskopische Zu-
ordnungsbegriff von der Voraussetzung ausgeht, daf3
die verwendeten Koordinaten den Normalkoordina-
ten des Problems sehr @hnlich sind. Das ist aber bei
stark gekoppelten Systemen, die hier ganz bewuljt
beriicksichtigt werden sollen, nicht der Fall.

Es existiert eine recht umfangreiche Literatur tiber
iterative Methoden zur Ermittlung von Kraftkonstan-
ten, die im wesentlichen das Prinzip der kleinsten
Fehlerquadrate benutzen. Eine Ubersicht findet man
bei PAPOUSEK, ToMAN und PLivA 4. Viele Autoren
berichten iber Konvergenzschwierigkeiten. Sie tre-
ten auf, wenn das Normalgleichungssystem des li-
nearisierten Problems ,,ill-conditioned* ist, und kon-
nen evtl. durch eine Einschrinkung der Zahl der
Unbekannten beseitigt werden. Hierbei setzt aber
eine gewisse Problematik ein, die sich bei stark ge-
koppelten Systemen besonders bemerkbar macht.
Mit starker kinetischer Kopplung geht die Aktivie-
rung einer vergleichsweise groflen Anzahl von Ele-
menten des Typs /, it = 94,/OFi, i +k, der Jacobi-
Matrix einher, die dazu zwingt, eine Reihe von
aullerdiagonalen Symmetriekraftkonstanten zu be-
riicksichtigen, die man ihrer dynamischen Bedeutung
nach als vernachlassigbar klein abschdtzen wiirde.
Thre Nichtberiicksichtigung kann einmal zur Folge

Sci. Hung. 47, 53 [1966]. Eine Bemerkung zur letztgenann-
ten Arbeit findet sich bei D. E. FREEMAN, J. Mol. Spectr.
22, 305 [1967].

3 M. Davies, Infrared Spectroscopy and Molecular Struc-
ture, Elsevier Publ. Co., Amsterdam 1963.

4 D. PArouSEK, S. ToMAN u. J. Priva, J. Mol. Spectr. 15,
502 [1965].
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haben, dal die gemessenen Frequenzen nicht gut
verifiziert werden konnen, hat aber immer zur Folge,
daf} die bei der Iteration mitgefiihrten Kraftkon-
stanten verfalschte Werte annehmen. Dieses Verhal-
ten fiihrt automatisch zu einem weitgehenden Ver-
lust tiberschiissiger Bestimmungsstiicke, und fiir die
Losung des inversen Eigenwertproblems werden mit
anwachsender kinetischer Kopplung statistische Ver-
fahren immer ungiinstiger.

Einige Autoren haben sich nidher mit Konvergenz-
problemen befalt. PAPOUSEK, TOMAN und Priva *
schlagen das sogen. ,,damped least squares“-Verfah-
ren von LEVENBERG® vor. SHIMANOUCHI und Su-
zUKI® vermeiden die Linearisierung der Frequenz-
Kraftkonstanten-Beziehungen sowie das Aufl6sen
eines linearen Gleichungssystems und suchen das
Minimum der Quadratsumme der Frequenzabwei-
chungen durch systematisches Variieren der Kraft-
konstanten. Diese Methode ist sehr sicher. Aller-
dings ist der Aufwand an Rechenzeit, da in jedem
der zahlreichen Schritte ein Eigenwertproblem gelost
werden muf}, betrachtlich. Das gilt insbesondere fiir
groBere Molekiile, weil mit der Ordnung der Saku-
largleichungen auch die Zahl der Iterationsschritte
schnell wéchst.

Das im folgenden zu beschreibende Verfahren
verwendet linearisierte Eigenwert-Kraftkonstanten-
Beziehungen, es tritt jedoch normalerweise kein
Gleichungssystem mit variablen Koeffizienten auf.
Es hat sich besonders in den Fillen als niitzlich er-
wiesen, in denen mit Ausgleichsverfahren keine Kon-
vergenz erzielt werden konnte.

II. Theorie

Die Berechnung der Eigenschwingungen von
Punktsystemen in inneren Koordinaten fithrt in den
iiblichen Bezeichnungen der Wilsonschen Methode
auf ein Eigenwertproblem bzw. ein diesem &qui-
valentes Paar von Matrizengleichungen der Form

LY FOLO_ A°, (1a)
LYG1L[0=1, (1b)
wobei F° die Matrix der Kraftkonstanten, G~1 die

Matrix der kinetischen Energie, L® eine Matrix, die
spaltenweise die Eigenvektoren enthilt, A° die Dia-

5 K. LEVENBERG, Quart. Appl. Math. 2, 164 [1944].
6 T. SHIMANOUCHI u. I. Suzuki, J. Chem. Phys. 42, 296
[1965].
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gonalmatrix der Eigenwerte und 1 die Einheits-
matrix bedeuten?. L% ist die zu L° transponierte
Matrix. Bei Berticksichtigung von Symmetrien sind
F° G und L° Stufenmatrizen. Eigenwerte und Eigen-
frequenzen sind durch die Beziehung

li=4n%v? (2)

verkniipft. Eine Stérung 4F bewirkt im allgemeinen
die Anderung von L° und A° so daB (1) iibergeht

mn
(LO+AL)" (FO+AF) (L°+ AL) =A%+ AA, (3 a)
(L°+ AL)’ 61 (L + AL) ~1. (3b)

A4 enthilt ebenfalls nur Diagonalelemente, ndmlich
— aus der Sicht des inversen Eigenwertproblems —
die Differenzen

Ad;=29 -2, (4)

mit 4, als den gemessenen Eigenwerten. Bei Ver-
nachldssigung von Termen hoherer Ordnung und
unter Verwendung von (1b) folgt aus (3b) zu-
néchst die Beziehung

AL LY 1= — [971 AL (5)
und damit weiter aus (3 a) unter Verwendung von
(1a)

LY AF LY =AA + AA (6)
mit

AA = (LO1AL) A°— AO(LO~ 1 AL). (7)
Gleichung (7) lautet ausfithrlicher:
Ay = (GH- 1) 3 (LY in AL
m
0

N R 8
Lk=1,...,n",

(7a)

wobei y die Symmetrieklassen bzw. Isotope zihlt
und n) die Ordnung des Stufenproblems y bedeu-
tet. 44 besitzt nur Aullerdiagonalelemente.

Viele der herkémmlichen Verfahren griinden sich
auf die diagonalen Beziehungen

~ (3 -
0 L8 1 AT,

k,m

) PR gt
a7 = " (®)
der Matrizengleichung (6), die dabei zumeist als
Fehlergleichungen in ein Ausgleichsverfahren einge-
fiihrt werden. Da diese Verwendung offenbar zu den
eingangs erwihnten Konvergenzschwierigkeiten fiihrt,

7 E. B. WiLson, J. C. Decius u. P. C. Cross, Molecular Vi-
brations, McGraw-Hill, New York 1955.
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soll hier (6) zur Ermittlung der Korrekturen 4F%,,
in aller Vollstandigkeit benutzt werden. In Umkeh-
rung der bisherigen Betrachtungsweise fiihrt das auf
die Aufgabe, solche Korrekturen AF und AL zu fin-
den, die mit 44 =0 und A4 = A% — A0 [s. Gl. (4)]
sowie mit den Beziehungen (5) bis (7) vertréaglich
sind. Dieses Problem besitzt eine sehr einfache und
eineindeutige Losung, ndmlich

AF = (LY) Y AALO V=G LOAALY G, (9)
AL=0. (10)

Addiert man die mittels Gl. (9) gewonnene Matrix
AF zur Matrix der Ausgangskraftkonstanten F° und
berechnet mit dem so korrigierten Potential die
Schwingungsfrequenzen, so erhidlt man exakt die
experimentellen Werte. Zum Beweis genugt es, sich
an die Definition (4) sowie die noch geltende Gl.
(1b) zu erinnern und die Beziehung

LY (FO £ AF) LO= LY FOLO 4 [V (LO-1)’ AA L0 1 [0
— A4 AA = A8 (11)

hinzuschreiben. Die soeben in einem einzigen Schritt
erhaltene Losung (9) hédngt von der Wahl der Aus-
gangskraftkonstanten F° ab. Sie ist innerhalb jeder
Symmetrieklasse n) (n(*) — 1) /2-fach unendlich viel-
deutig. Es ist deshalb notwendig, eine Relation zum
endlich mehrdeutigen inversen Eigenwertproblem
herzustellen, die insbesondere auch die Verwendung
von Frequenzen isotoper Spezies gestattet. Zu die-
sem Zweck wird vor das Eigenwertproblem (1) eine
lineare Transformation der Form

y _ VN r=1,...,n%
F?J' —\%n Z;")'.m(pgn i, ;]-=1’.'.,n(7) (12)

geschaltet, wie es auch in verschiedenen Verfahren

geschieht, die die Gl. (8) verwenden® 1%, Die

N < 2" nt) (13)
¥
GroBlen ¢, sid die eigentlichen Unbekannten. Ihre
Anzahl N ist durch die Zahl der Bestimmungsstiicke
nach oben hin begrenzt. Die Transformationsmatrix
Z — vgl. OVEREND und ScHERER® und ALDOUS
und Mirrs? — enthilt alle notwendigen Angaben
iber die gewihlte Potentialfunktion, sei es das Urey-
Bradley- oder ein modifiziertes Valenzkraftfeld. Z ist
keine Stufenmatrix. Die Reihenfolge ihrer Zeilen ist

8 J. OvErenD u. J. R. SCHERER, J. Chem. Phys. 32, 1289
[1960].

9 J. Arpous u. I. M. MiLs, Spectrochim. Acta 19, 1567
[1963].
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durch eine im Prinzip willkiirlich festlegbare Auf-
einanderfolge der Dreitupeln (i jy) gegeben.

Der Algorithmus ist nun durch sukzessive An-
wendung der Beziehungen (12), (1) und (9) be-
reits teilweise festgelegt. Der nichste Schritt besteht
in der Ermittlung der Korrekturen Ag; fiir die Start-
konstanten ¢. Fir gegebene Variationen d¢; 1aBt
sich die Transformation (12) widerspruchslos in

differentieller Form hinschreiben. In Matrizen-
schreibweise fiihrt das auf
{0F}=7206D, (14)

wobei @ = {@,, @5, ..., ®y}. Die Schreibweise {F}
soll anzeigen, dal} die Matrixelemente von F entspre-
chend der Zeilenanordnung von Z und gemif3 Gl.
(12) in einen Spaltenvektor umgeordnet wurden.
Betrachtet man umgekehrt 0F als gegeben und ver-
wendet speziell die Inkremente AF}; aus (9), so
stellt (14) ein tberstimmtes Gleichungssystem fir
die gesuchten Korrekturen A¢,, dar. Es liegt nahe,
die Losung nach dem Prinzip der minimalen Fehler-
quadratsumme aufzusuchen. Entsprechende Anwen-
dung der GauBschen Transformation fihrt auf das
Gleichungssystem

Z{AF}=Z'7 49D, (15)

durch das die 4¢,, eindeutig bestimmt sind.

In speziellen Ansatzen kann (12) auch durch eine
nichtlineare Beziehung zwischen {F} und @ ersetzt
werden. Dann sind die Z};,, in Gln. (14) und (15)
Funktionen der ¢,, und miissen in jedem Iterations-
schritt neu berechnet werden, was jedoch keine Aus-
wirkungen auf die Durchfiihrbarkeit des Verfahrens
hat. Wenn die Z};,, Konstante sind, ist es zweck-
miBig, vor Beginn der Iteration die Inverse von Z' Z
zu ermitteln und die Korrekturen vermittels

AD = (Z'Z)~1 Z'{AF} (16)

durch einfaches Ausmultiplizieren zu gewinnen.

Im Anschlul an (16) wird @° durch @0+ AP
ersetzt und die Iteration durch zyklische Anwendung
der Beziehungen (12), (1), (9) und (16) fortge-
setzt, bis sich die ¢,, nicht mehr andern. Auf Be-
sonderheiten in der numerischen Durchfiihrung wird
in Abschnitt III eingegangen.

10 J. H. SCHACHTSCHNEIDER u. R. G. SNYDER, Spectrochim.
Acta 19,117 [1963].
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Die Beziehungen (9) und (15) sind die bestim-
menden Gleichungen des beschriebenen Iterations-
verfahrens und treten als solche an die Stelle des
Normalgleichungssystems

(JZ)'P{44}=(J2)'P(JZ) 4D, (17)

wie es in der hier benutzten Nomenklatur z. B. bei
OvEREND und ScCHERER® Verwendung findet. Da-
bei sind

sy Ty
,n®,

(18)

I
,...,n(V)

y=1
Siw= Ly Ly 1 k=1
=1

I

die Elemente der Jacobi-Matrix, 317(9F},, und P
ist die Diagonalmatrix der Gewichte.

Die Anwendung der Gaufischen Transformation
in (15) bzw. (16) erinnert an eine Ausgleichung
nach vermittelnden Beobachtungen mit Einheitsge-
wichten, wobei die F/, als unabhingige Quasibeob-
achtungen gleicher Genauigkeit betrachtet werden
miifiten. In Wirklichkeit sind die AF}; durch die Be-
ziehung (9) mit den eigentlichen Beobachtungen
verkniipft und deshalb nicht unabhingig, was durch
Einfithren einer nicht-diagonalen Gewichtsmatrix

G=(KP 1K) (19)

zu beriicksichtigen wire. In (19) ist P wieder die
Diagonalmatrix, die die Gewichte der 1}/, also der
eigentlichen Beobachtungen enthilt, und die Recht-
eckmatrix K setzt sich aus den Koeffizienten

y=1,...,n9,

K%}i,l = (L_l)i/l (Lil)}/J is j=1,--°,n(7)9 (20)
=1

aus (9) zusammen, wobei die Indizes (i,j,y) in
der gleichen Reihenfolge wie in Gl. (12) erscheinen.
Statt (15) hatte man die wesentlich aufwendigeren
Normalgleichungen

7 G{AFY=7' GZ AD (21)

zu benutzen, deren Koeffizienten, im Gegensatz zu
Gl. (15), in jedem Iterationsschritt neu zu berech-
nen wiren. Auf Gl. (21) soll hier nicht niher ein-
gegangen werden, weil die iibliche statistische Be-
handlung des Problems auf der Grundlage der Feh-
lergleichungen (8) bzw. der Normalgleichungen (17)
einfacher ist; allein die wiederholte Ermittlung von
G nach Gl. (19) wiirde eine erhebliche Mehrbela-
stung fiir den Algorithmus bedeuten. Hier soll da-
von ausgegangen werden, daf} das Normalgleichungs-
system (17) ,,ill-conditioned* ist, was der praktische

1277

AnlaB fiir die Bemiihungen um ein diese Gleichun-
gen vermeidendes Iterationsverfahren war. In sol-
chen Fillen liegt ein verschiedentlich diskutiertes
»flaches Losungstal“ vor, d.h. je nach dem Grad
der Singularitit von (JZ)" P(J Z) aus Gl. (17) exi-
stiert ein mehr oder weniger grofler kontinuierlicher
Bereich von Losungsvektoren (@q,®,,...,®y), die
alle die MeBwerte gleich gut verifizieren. Es ist of-
fensichtlich nicht erforderlich, sich in einer solchen
Situation mit groBem Aufwand [s. Gl. (21)] um
,statistische Korrektheit“ zu bemiihen, zumal der
Formalismus der Standardabweichungen sich hier
nur als eine vereinbarte Festlegung auf das Prinzip
der kleinsten Fehlerquadratsumme versteht. In die-
sem Sinne werden wahrscheinlich auch die mit dem
LEVENBERG-Verfahren 5 gewonnenen Losungen ,,ver-
filscht“ sein. Uberdies haben einige Testrechnungen
in Fillen, in denen die Normalgleichungen (17) und
(21) geniigend gut konditioniert waren, so daf} die
drei diskutierten Iterationsmoglichkeiten, namlich
A) Gl (17), B) Gl (15) im Anschluf} an Gl. (9)
und C) Gl. (21) im Anschluf} an Gl. (9), miteinan-
der verglichen werden konnten, gezeigt, daB} die Er-
gebnisse nur im Rahmen der ermittelten Standard-
abweichungen variieren. Als Beispiel sind in Tab. 1

Pi=FEO—F® Verfahren A Verfahren B Verfahren C

GL (17)  GIn. (9), (15) Gln. (9), (21)
C—H 6,01 £0,07 6,00 6,02 £ 0,04
(6,0) (6,2) (6,0)
c=C 15,89+0,38 15,81 15,81 £0,06
(15,8) (15.,8) (15,8)
C-F 8,5410,32 8,62 8,471+0,17
(8,8) (8,8) (5:4)

Tab. 1. Vergleichsrechnungen zwischen den drei hier disku-
tierten Iterationsmoglichkeiten am Beispiel der Valenzkraft-
konstanten des Fluoracetylens. Es wurden die Valenzschwin-
gungen (in cm—1) 3355, 2255 und 1053 des HCCF und 2645,
2065 und 1048 des DCCF zugrunde gelegt. Die Startkraftkon-
stanten sind jeweils in Klammern gesetzt, und bei A und C
sind die am Ende der Iteration berechneten Standardabwei-
chungen gegeben. Zahlenwerte in mdyn/A.

die mit den Frequenzen des H—C=C—-F und
D — C=C —F ermittelten Valenzkraftkonstanten des
Fluoracetylens zusammenfaflit. In Klammern sind
die jeweils benutzten Startkonstanten angegeben.
Fiir P wurde, wie allgemein iiblich, (A42) ™! einge-
setzt. Ein dhnlicher Vergleich war bei unseren Rech-
nungen an einigen Tertidrbutylacetylenen moglich.
Diese Ergebnisse sind der Tab. 5 der nachfolgenden
Publikation zu entnehmen und dort auch naher dis-
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kutiert 11. Danach ist die Ubereinstimmung zwischen
den Ergebnissen der Verfahren A und B auch bei
grofleren Systemen zufriedenstellend.

Problematisch ist die Ermittlung der Fehler der
iterativ mittels Gl. (9) und (15) gewonnenen Kraft-
konstanten. Im Falle gleicher Zahl von Unbekann-
ten und Bestimmungsstiicken, in denen die Iteration
— vorbehaltlich der Existenz der angestrebten Lo-
sung — bis zur vollstindigen Ubereinstimmung von
berechneten und gemessenen Frequenzen fortgefiihrt
werden kann, ist das Gaul3sche Fehlerfortpflanzungs-
gesetz anzuwenden. Man konnte erwarten, dal} da-
mit auch im Falle einer geringen Zahl von iberzéh-
ligen Bestimmungsstiicken gute Abschadtzungen mog-
lich sind, wobei man die Gln. (16) und (9) zur Be-
rechnung der erforderlichen Werte

393l = X (3pif3Fi) (3Fiu/3%)
= Y (@i/OFtn) Kinx

I,m
heranziehen wiirde. Die so vermittels

o= [ (pifap)* (84?1

berechneten Fehler fallen jedoch im allgemeinen zu
klein aus, weil die Abhéngigkeit zwischen Kraftkon-
stanten und Eigenwerten stark nichtlinear ist. Eine
zuverléssige Fehlerabschatzung ist nur mit groferem
numerischen Aufwand durchzufithren, wobei insbe-
sondere die Variation der Eigenvektorkomponenten
mitberticksichtigt werden mufl. Um zumindest einen
Anhaltspunkt zu bekommen, ist es zweckméfig, im
Anschluf} an die (statistisch nicht korrekt verlaufende)
Iteration eine statistische Analyse durchzufiihren,
also als Fehler von ¢; den Wert

[442] %

S0 n () —N (22)
Y

oi=|(N71)y (

zu iibernehmen. Dabei kann fiir N die Matrix des
einfacheren Normalgleichungssystems (17) verwen-
det werden. [444] ist die Summe der Fehlerqua-
drate. Gleichung (22) vermittelt zumindest eine re-
lative Genauigkeitsskala, die sich in etwa im Kon-
vergenzverhalten der einzelnen ¢; widerspiegelt.

III. Programmierung

Die Rechenoperationen der Gln. (12), (1), (9)
und (16) wurden in der Programmiersprache AL-
GOL zunichst fiir die Siemens-Rechenanlage 2002

W.HUTTNER

programmiert. Nach seiner Erprobung wurde das
Programm fiir die Anwendungen auf Molekeln mit
14 und mehr Atomen auf FORTRAN umgeschrie-
ben und die Rechnungen an der Anlage IBM 7094
des Deutschen Rechenzentrums in Darmstadt durch-
gefiihrt.

Das Strukturdiagramm in Abb.1 gibt eine zu-
sammenfassende Ubersicht iiber die Aufeinander-
folge der Rechenschritte. Alle Matrizen in dem Block
»Symmetrieklassen- und Isotopen-abhingige Rech-

]
Eigenwertproblem
L'FL=A, LG L=1

Konvergenz-

9=p+Ap

I
|
|
|
|
|
I
|
|
I
|
I
|
|
|
I
|
|
|
|
|

Eingabe

n, y=1,.,n°:n"
G(",Agl”, ym=1' é
Z, 9°,4¢=0

N/

Abb. 1. Strukturdiagramm des Verfahrens. Alle in dem Block

»Symmetrieklassen- und Isotopen-abhingige Rechnung“ vor-

kommenden Griflen sind mit einem Index y versehen zu den-
ken. Die Bezeichnungen sind im Text erldutert.

nung“ sind mit einem Index y versehen zu denken.
Es ist dafiir Sorge getragen, daf} die im allgemeinen
grofle Zahl von Nullelementen in Z die Speicher-
kapazitit nicht belastet. Bei Rechnungen am Tertiar-
butylacetylen konnten auf diese Weise etwa 9000
Speicherplitze eingespart werden.

1 W.HUTTNER u. W. ZEIL, Z. Naturforsch. 25 a, 1281 [1970],
nachstehende Arbeit.
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Zur Losung der Eigenwertprobleme wird das
Jacobische Rotationsverfahren fiir reellsymmetrische
Matrizenpaare nach FALK und LANGEMEYER verwen-
det 12, Zur Bildung der Inversen, (Z'Z) ~! und G71,
wird ebenfalls diese Routine herangezogen (siehe
FALK und LANGEMEYER '2). Vom zweiten Iterations-
schritt an wird mit den Eigenvektoren des jeweils
vorhergehenden Schrittes, LU~1), vermittels der Be-
ziehung

Lo~V F0) Le=1) ZF(p),
r=2,3,4,...

(23)

eine Vordiagonalisierung durchgefithrt. Damit wird
vor allem erreicht, daf3 die nach der Vorwartsrech-
nung bzw. dem ersten Iterationsschritt vereinbarte
Zuordnung zwischen Eigenvektoren und gemessenen
Frequenzen nicht verlorengeht. Letzteres wire mog-
lich, wenn man mit den nach Gl. (9), (16) und (12)
modifizierten Symmetriekraftkonstanten direkt in die
Jacobi-Routine einginge, da sich die Reihenfolge der
berechneten Eigenvektoren und Eigenwerte gegen-
iber dem vorhergehenden Iterationsschritt beim
Durchlaufen des Rotationsverfahrens éndern kann.

Nachdem zu Beginn der Iteration die Matrizen
(Z'Z) ! und G ! ermittelt sind, kommen im weite-
ren Verlauf des Rechenganges neben der Losung
von n® Eigenwertproblemen je Iterationsschritt nur
Matrixmultiplikationen vor. Das Konvergenzverhal-
ten ist weitgehend durch Gl. (9) bestimmt. Zu Be-
ginn der Iteration, wenn groflere Frequenzabwei-
chungen 477 vorliegen, wird die Losung in schnellen
Schritten angestrebt. Spéter ist das Verhalten ap-
proximativ. Man kann die Konvergenz beschleuni-
gen, indem man Konvergenzfaktoren £ benutzt, die
grofler als 1 sind (vgl. Abb. 1). Bei schlechten Aus-
gangsniherungen wahlt man zweckméfig zunéchst
k-Werte, die zwischen 0 und 1 liegen (gleitende
Konvergenz) . Bei gleicher Zahl von Kraftkonstanten
und Bestimmungsstiicken wird die Rechnung be-
endet, wenn berechnete und gemessene Frequenzen
iibereinstimmen. Uberwiegt die Zahl der Bestim-
mungsstlicke, so wird die Iteration abgebrochen,
wenn keine merklichen Korrekturen Adg,, ..., dpy
mehr auftreten.

Durch Uberspringen der Operation

AF = (L' G’ AA(L' G™Y)
und anschlieBende Losung des Normalgleichungs-

12 S, FALK u. P. LANGEMEYER, Elektron. Datenverarb. 1960,
30.
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systems (17) [an Stelle von Ap = (2" Z) 1 Z'{AF},
sieche Abb. 1] lassen sich die wesentlichen Teile des
Maschinenprogramms auch fiir Iterationen mit der
konventionellen Ausgleichsmethode verwenden. Ite-
rationen mit Gl. (21) an Stelle von Gl. (16) sind
ebenfalls durch eine Erweiterung des Programms
moglich. Mit diesen Modifikationen wurden die Er-
gebnisse in den Spalten 1 und 3 der Tab. 1 erhalten.

IV. SchluBbemerkung

Das in diesem Beitrag vorgeschlagene und in
Abb. 1 skizzierte Verfahren zur iterativen Ermittlung
von Kraftkonstanten ist bisher an einer Reihe von Mo-
lekiilen, vornehmlich der Symmetrieklasse Cs,, er-
probt worden und hat zu befriedigenden Ergebnissen
gefiihrt. Beim Vorliegen eines flachen Lésungstals
nahert sich die Iteration diesem und verweilt in ihm,
ohne zu oszillieren. In den meisten vorliegenden Fal-
len wird ein solches Tal nur von einem Teil der Lo-
sungsparameter aufgespannt, wiahrend die iibrigen
in isoliert liegenden Minima wertmidflig gut fest-
gelegt sind und sinnvoll etwa zur Diskussion von
Bindungseigenschaften herangezogen werden kon-
nen. Konvergenz ist deshalb in jedem Falle von Vor-
teil, insbesondere wenn sie, wie offenbar hier, nicht
nur auf spezielle Potentialansatze beschrinkt bleibt.
Der Grund fiir das giinstige Konvergenzverhalten ist
offensichtlich in der Verwendung der Beziehung (9)
zu suchen, die in gewissem Sinne reziprok zum Glei-
chungssytem (8) ist.

Besonders vorteilhaft wirkt sich aus, da durch
eine Erhohung der Zahl der unabhingigen Kraft-
konstanten eine bessere Beschreibung der experi-
mentellen Schwingungsfrequenzen erreicht werden
kann, ohne dal} ungiinstige numerische Nebenwir-
kungen hervorgerufen werden. Dieses Verhalten ist
im Zusammenhang mit Gl. (11) verstindlich und
zeichnet das Verfahren gegeniiber der konventionel-
len Ausgleichsmethode aus, bei der die Verringerung
des Freiheitsgrades meistens mit einer Verschlech-
terung des numerischen Verhaltens des Normalglei-
chungssystems (17) einhergeht. Ein wichtiger Hin-
weis darauf, daBl die Umgehung eines Normalglei-
chungssystems vorteilhaft sein kann, kommt von
Taussky 3. Die Autorin hat gezeigt, dal der Sin-
gularititsgrad einer Matrix 4”4 immer groBer als

13 0. Taussky, Math. Tables and Aides to Computation, 4,
III [1950] ; siehe auch Ref. 14.
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der der Matrix A selbst ist. Daraus folgt, daf} eine
schlecht konditionierte Frequenz-Kraftkonstanten-Be-
ziehung durch Verwendung eines Normalgleichungs-
systems bei der Losung des inversen Eigenwertpro-
blems numerisch noch weiter benachteiligt werden
kann.

Ein Maf} fiir die Konditioniertheit eines Glei-
chungssystems ist die GroBe e™**/e™, wobei emax
und e™" der groBte und kleinste Eigenwert der Ma-
trix des Gleichungssystems bedeuten sollen; das
Gleichungssystem ist ,ill-conditioned“, wenn der
Quotient grof ist im Vergleich zu eins 4. Um einen
quantitativen Vergleich fiir die Leistungsfahigkeit
des Algorithmus in Abb. 1 gegeniiber der konven-
tionellen Ausgleichsmethode zu haben, wurde in
einigen Fillen e™*/e™™ fiir die Matrix (J Z)" P (] Z)
des Normalgleichungssystems (17) bestimmt, wobei,
unabhéngig von der Wahl der Gewichte, Werte bis
zur Groflenordnung 107 berechnet wurden. Wahrend
eine derart schlechte Konditioniertheit die iterative
Verwendung von Gl. (17) vollkommen ausschlief3t,
verhielt sich das hier vorgeschlagene Verfahren in
allen Fillen stabil konvergierend.

Mobglicherweise kann sich die Tatsache ungiinstig
auswirken, daf} in jeder berticksichtigten Symmetrie-
klasse samtliche Schwingungsfrequenzen gemessen
sein miissen, was bei Verwendung von Gl. (8) nicht
erforderlich ist. Man kann sich hier behelfen, indem
man fehlende Melwerte naherungsweise durch die
jeweils im vorhergehenden Iterationsschritt berech-
neten Frequenzen ersetzt.

14 D. R. HARTREE, Numerical Analysis, Oxford at the Claren-
don Press, London 1955, S. 152 ff.
15 J. C. DEcus, J. Chem. Phys. 38, 241 [1963].

BERECHNUNG VON KRAFTKONSTANTEN AUS GRUNDSCHWINGUNGSFREQUENZEN

AbschlieBend sei erwihnt, da3 die von DEcrus 1°
vorgeschlagene und von PAPOUSEK und Priva 16
numerisch mittels eines Ausgleichsverfahrens ver-
wertete Formulierung des Schwingungsproblems mit
Hilfe von ,,Compliance“-Konstanten, (F~1);;, direkt
auf das hier verwendete Verfahren iibertragen wer-
den kann. Indem man an Stelle von (1 a) und (1b)
die Gleichungen

L/ F 1L =471 (23 a)

und
L'GL,=1 (23 b)
benutzt, ist es leicht, mit Hilfe der Beziehung
L'=L,1 (24)

simtliche Gleichungen des Verfahrens so umzuschrei-
ben, daf} an Stelle von ¢,,..., @y vermittels

{F_l} :Zc ¢c (25)

definierte generalisierte ,,Compliance*“-Konstanten
@e1s - - - 5 Pey iterativ ermittelt werden konnen. Diese
Formulierung des Problems erweist sich als beson-
ders giinstig, wenn mit Zentrifugalverzerrungskon-
stanten und mittleren Amplitudenquadraten noch zu-
satzliche Mefldaten zur Verfiigung stehen.
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16 D. PApouSExk u. J. PrLiva, Spectrochim. Acta 21, 1147
[1965].



